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ТРАЕКТОРИЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ СТАНДАРТНОГО ИНСТРУМЕНТА ПРИ  

МНОГОКООРДИНАТНОЙ ОБРАБОТКЕ ПРОСТРАНСТВЕННО-

МОДИФИЦИРОВАННЫХ ЗУБЬЕВ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КОЛЕС МЕТОДОМ  

КОПИРОВАНИЯ 
 

В статье представлены основные зависимости для определения параметров пространственной 

траекторию перемещения стандартного режущего инструмента, работающего по методу копирова-

ния, при обработке зубчатых венцов с пространственно-модифицированными зубьями. Приведенные в 

работе зависимости позволяют определить координаты узловых точек траектории перемещения 

стандартного режущего инструмента в процессе многокоординатной обработки пространственно-

модифицированных зубьев цилиндрических колес на станках с ЧПУ. Использование результатов работы 

в рамках пространственного подхода к решению вопросов формообразования зубчатых венцов с про-

странственно-модифицированными зубьями на зубофрезерных операциях позволяет теоретически ис-

следовать процессы нарезания зубчатых венцов с целью повышения геометрической точности зубьев, 

назначения наиболее рациональных режимных параметров обработки для непрерывно изменяющихся 

условий резания или определения резервов в повышении производительности процесса нарезания моди-

фицированных зубчатых венцов цилиндрических колес. 
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TRAJECTORY OF MOVEMENT OF A STANDARD TOOL IN MULTI-COORDINATE MACHINING 
OF SPATIALLY MODIFIED TEETH OF SPUR WHEELS WITH THE COPYING TECHNIQUE 
The article presents the main dependencies for determining the parameters of the spatial trajectory of movement 
of a standard cutting tool, working by the copying technique, when processing gear rims with spatially modified 
teeth. The dependences given in the work allow to determine the coordinates of the nodal points of the trajectory 
of the standard cutting tool in the process of multi-coordinate processing of spatially modified teeth of cylindri-
cal wheels on CNC machines. The use of the results of the work within the framework of a spatial approach to 
solving the issues of shaping gear rims with spatially modified teeth in gear-milling operations makes it possible 
to theoretically study the processes of cutting gear rims in order to increase the geometric accuracy of the teeth, 
assign the most rational mode processing parameters for continuously changing cutting conditions or determin-
ing reserves in increasing the productivity of the process of cutting modified gear rims of cylindrical wheels. 
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1. Введение 

Важнейшей задачей в машиностроении является проектирование и изготовление 

конкурентоспособных машин и агрегатов и обеспечение их высоких эксплуатационных 

характеристик. Решение этой задачи в значительной степени зависит от качества и эф-

фективности изготовления и сборки отдельных деталей, в том числе и цилиндрических 

эвольвентных зубчатых колес и передач на их основе. Повышение эксплуатационных 

показателей цилиндрических зубчатых передач достигается обеспечением высокой 

точности изготовления и сборки элементов зубчатых передач, применением современ-

ных конструкционных материалов и упрочнением рабочих поверхностей, совершен-

ствованием зацепления и геометрии профилей зубьев. Совершенствование зацепления 
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является наиболее перспективным направлением, позволяющим с минимальными за-

тратами из тех же материалов и при той же точности изготовления получить передачу с 

большими эксплуатационными характеристиками. Одним из путей совершенствования 

зацепления является модификация боковой поверхности зубьев [1, 2], что позволяет 

реализовать пространственное зацепление с линейным характером контактирования 

зубьев [3, 4]. 

Существующее зуборезное оборудование позволяет получать цилиндрические 

колеса с наружными зубьями с модифицированной боковой поверхностью [5], в том 

числе и зубья с пространственной модификацией боковой поверхности [6, 7]. 

В процессе формообразования пространственно-модифицированных зубьев ме-

тодом копирования стандартным режущим инструментом формируется боковая по-

верхность зуба приближенная к теоретически рассчитанной. Степень приближения 

геометрии реально нарезаемой боковой поверхности зубьев к теоретически рассчитан-

ной зависит от вида траектории перемещения режущего инструмента [8]. При этом для 

обеспечения наиболее близкого приближения геометрических параметров боковой по-

верхности нарезаемых зубьев к теоретически рассчитанным возможно при постановке 

и решении пространственных технологических задач формообразования зубчатых вен-

цов с пространственной модификацией зубьев методом копирования. 

Широкое применение пространственных зацеплений цилиндрических колес 

ограничено из-за отсутствия обобщенных расчетных методик для определения элемен-

тов технологического обеспечения изготовления зубчатых венцов с пространственно-

модифицированными зубьями, зацепления на основе которых способны компенсиро-

вать все погрешности изготовления и монтажа, а также перемещения, вызванные де-

формациями в процессе эксплуатации в результате действия рабочей нагрузки [1]. По-

этому задача разработки технологического обеспечения многокоординатной обработки 

зубчатых венцов с пространственно-модифицированными зубьями с целью повышение 

эксплуатационных показателей зубчатых колес и передач на их основе за счет снижения 

влияния погрешностей и деформаций на их эксплуатационные параметры является акту-

альной научной задачей. 
Цель работы: определение параметров траектории перемещения стандартного 

режущего инструмента при многокоординатной обработке пространственно-
модифицированных зубьев цилиндрических колес методом копирования в зависимости 
от геометрии боковой поверхности зубьев и геометрии режущей кромки инструмента. 

 

2. Основное содержание и результаты работы 
Технологические способы формообразования зубьев методом копирования 

пальцевой и дисковой модульными фрезами в том числе и стандартными режущими 

инструментами представлены в работе [9]. Для реализации данных технологических 

способов на практике необходимо определить параметры траектории перемещения ре-

жущего инструмента, которые должны определяться в зависимости от геометрии ре-

жущей кромки специально спрофилированного режущего инструмента и геометрии бо-

ковой поверхности зубьев нарезаемого зубчатого венца. 

Разработаем методику определения параметров траектории перемещения для 

стандартного режущего инструмента, при обработке зубчатых венцов с комплексной 

пространственной модификацией зубьев [1, 3, 4]. Определение параметров траектории 

перемещения стандартного режущего инструмента выполняется за несколько этапов, в 

соответствии с последовательностью, представленной на рисунке 1. 
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Исходными данными для определения параметров траектории перемещения ре-

жущего инструмента является параметры семейства сплайнов Безье, описывающих бо-

ковую поверхность пространственно-модифицированного зуба [10]. 

Координаты точек пространственной 

траектории перемещения режущего инстру-

мента предварительно определяются исходя 

изменения координат по толщине и высоте зу-

ба, в плоскостях симметрии и торца зубчатого 

венца: 

;

;
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   (1) 

где н
трx  и н

трy  - координаты точки принадле-

жащей плоскости симметрии зубчатого венца; 

x  и y  - соответственно максимальные из-

менения толщины и по высоты зуба в сечении 

делительным цилиндром; 

bw - ширина зубчатого венца; 

n – выбранное количество точек на траектории. 

Координаты точек пересечения профи-

лирующей плоскости, в которой без искажения 

копируется профиль режущего инструмента 

[9], с боковой поверхностью пространственно-

модифицированного зуба определяются реше-

нием системы уравнений: 
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(2) 

где  1x ,  1z  - координаты точки пересече-

ния профилирующей плоскости с боковой по-

верхностью пространственно-модифицирован 

ного зуба; 

  - параметр сплайна, описывающего геомет-

рию боковой поверхности зубьев; 

pipipipi DCBA ,,,  - постоянные коэффициенты в уравнении профилирующей плоскости, 

проходящей через середину каждого отрезка траектории перемещения режущего ин-

струмента, которые определяются зависимостями: 

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ КООРДИНАТ
ТОЧЕК ТРАЕКТОРИИ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ РИ

3. ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ПАРАМЕТРОВ ПРОФИЛИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КООРДИНАТ ТОЧЕК 
ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПРОФИЛИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ 

С БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ ЗУБА

5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПЕРЕХОДА 
ОТ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ ЗАГОТОВКИ 

К СИСТЕМЕ КООРДИНАТ РИ

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИСХОДНЫХДАННЫХ

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КООРДИНАТ ТОЧЕК НА БОКОВОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ ЗУБА В СИСТЕМЕ КООРДИНАТ РИ

9. УТОЧНЕНИЕ КООРДИНАТ ТОЧЕК 
ТРАЕКТОРИИ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ РИ

10. АППРОКСИМАЦИЯ КООРДИНАТ ТОЧЕК 
ТРАЕКТОРИИ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ 

РИ СПЛАЙНОМ БЕЗЬЕ

11. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
ПРОФИЛИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ

12. УТОЧНЕНИЕ КООРДИНАТЫ ТОЧЕК 
ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПРОФИЛИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ 

С БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ ЗУБА

14. ОПРЕДЕЛЕНИЕ УТОЧНЕННЫХ КООРДИНАТ 
ТОЧЕК НА БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ ЗУБА 

В СИСТЕМЕ КООРДИНАТ РИ

7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ
РАДИАЛЬНОЙ КОРРЕКЦИИ РИ

15. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ НАРЕЗАЕМЫХ ЗУБЬЕВ

8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ
ТАНГЕНЦИАЛЬНОЙ КОРРЕКЦИИ РИ

13. УТОЧНЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПЕРЕХОДА 
ОТ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ ЗАГОТОВКИ 

К СИСТЕМЕ КООРДИНАТ РИ

 

Рисунок 1. Последовательность 

определения параметров простран-

ственной траектории перемещения 

стандартного режущего инструмента 
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(3) 

Параметры перехода от системы координат шестерни к системе координат ре-

жущего инструмента [11]: 
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Значения координат точек пересечения профилирующей плоскости с боковой 

поверхностью пространственно-модифицированного зуба, полученные в результате 

решения системы уравнений (2__3.4), приводятся к системе координат режущего ин-

струмента, с учетом найденных углов поворота систем координат x  и y  [11]: 
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 (6) 

Координаты точек на режущей кромке стандартного режущего инструмента 

определяются по зависимостям [12]: 

- для левого профиля зуба: 
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- для правого профиля зуба: 
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где rb1 — радиус основной окружности шестерни; 

1z  - количество зубьев шестерни; 

φ1 — угол развернутости эвольвентного профиля шестерни; 

φс_1 — угол смещения начала эвольвенты шестерни: 

_1

1

.
2

c inv
z


  


     (9) 

Параметры пространственной траектории перемещения режущего инструмента 

уточняются путем введения значения радиальной и тангенциальной коррекции поло-

жения режущего инструмента. 

Значение радиальной коррекции для стандартного режущего инструмента опре-

деляется решением системы уравнений (8__3.16) с учетом того, что координата по вы-

соте зуба шестерни изменяется на значение коррекции. А в левую часть системы урав-

нений (8__3.16) подставляются координаты точек, принадлежащих боковой поверхно-

сти зуба шестерни, приведенные к системе координат режущего инструмента по зави-

симостям (6__3.11): 

0 1 1 _1 1 1 _1

1 1

0 1 1 _1 1 1 _1

1 1

sin cos ,

cos sin .

i b c c

i b c c ri

x r
z z

y r k
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    
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     


     
           

     

  

(10) 

Значение тангенциальной коррекции положения стандартного режущего ин-

струмента определяется по зависимости  

 00 00,5 ,tj nk x x         (11) 

где 
00x  и 

0nx  - отклонения толщины зуба для верхней и нижней точек профиля: 

0 0 0 ,теор

i i ix x x         (12) 

где 0

теор

ix  - теоретические значения координат по толщине зуба; 

0ix  - координаты по толщине зуба, соответствующие теоретическим значениям толщи-

ны определяются по зависимости: 

0 1 1 _1 1 1 _1

1 1

sin cos ,i b i c i i cx r
z z

 
    
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          

    
   (13) 

где 11  и 12  - углы развёрнутости эвольвенты для граничных точек кривой пересече-

ния боковой поверхности пространственно-модифицированного зуба с профилирую-

щей плоскостью, определяемые с учетом ранее найденных значений радиальной кор-

рекции, решением системы уравнений: 
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(14) 

Координаты точек реально нарезаемого профиля определяются в соответствии с 

системой уравнений: 
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0 , 1 1 _1 1 1 _1

1 1

0 , 1 1 _1 1 1 _1

1 1

sin cos ,

cos sin .

нар

i j b i c i i c tj

нар

i j b i c i i c rj

x r k
z z

y r k
z z

 
    

 
    

    
            

     


     
           

     

  

(15) 

По результатам расчетов с использованием зависимостей (15) строим графики 

теоретических кривых сечения боковой поверхности пространственно-

модифицированного зуба профилирующей плоскостью, приведенные к системе коор-

динат режущего инструмента и кривую нарезаемой эвольвенты (рисунок 2). 

На втором этапе определяются уточненные координаты точек пространственной 

траектории перемещения режущего инструмента с учетом значений радиальной и тан-

генциальной коррекций положения режущего инструмента: 

;

;

.

тр пр

i трi ti

тр пр

i трi ri

тр пр

i трi

x x k

y y k

z z

 


  


 

      (16) 

Аппроксимация координат точек пространственной траектории перемещения 

режущего инструмента осуществляется сплайном Безье третьего порядка [13]: 
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    (17) 

где , ,тр тр тр

i i ix y z  - координаты i точки траектории перемещения режущего инструмента; 

0 0 0, ,тр тр трx y z  и , ,тр тр тр

n n nx y z  - координаты точек начала и конца траектории перемещения 

режущего инструмента; 

1 , 1 , 1тр тр трx y z  и 2 , 2 , 2тр тр трx y z  - координаты опорных точек сплайна; 

 тр

i  - i параметр сплайна. 

Уточняющие расчеты координат точек пересечения профилирующей плоскости 

с боковой поверхностью пространственно-модифицированного зуба выполняются с ис-

пользование системы уравнений (2) с учетом параметров плоскости, перпендикулярной 

пространственной кривой траектории перемещения режущего инструмента [13]. Пара-

метры перехода x  и y  от системы координат шестерни к системе координат режу-

щего инструмента рассчитываются с использованием зависимостей (4) и (5). 

Оценка точности получения координат боковой поверхности пространственно-

модифицированного зуба шестерни выполняется путем сравнения теоретически рас-

считанных значений координат точек на боковой поверхности пространственно-

модифицированного зубьев с координатами, которые будут получены при обработке в 

случае перемещения стандартного режущего инструмента относительно заготовки по 

рассчитанной траектории без учета деформаций элементов системы СПИД. 

 



Прогрессивные технологии и системы машиностроения                                            №2 (77)’2022 

16 

3. Выводы 
Разработана методика определения па-

раметров пространственной траектории пере-

мещения стандартного режущего инструмента, 

работающего по методу копирования, при об-

работке зубчатых венцов с пространственно-

модифицированными зубьями. Реализация ме-

тодики позволяет определять координаты уз-

ловых точек траектории перемещения стан-

дартного режущего инструмента в процессе 

многокоординатной обработки пространствен-

но-модифицированных зубьев цилиндрических 

колес на станках с ЧПУ. Результаты, получен-

ные при разработке методики определения па-

раметров траектории перемещения стандартно-

го режущего инструмента, могут в дальнейшем 

быть использованы при расчетах, связанных с назначением режимных параметров об-

работки. Применение предложенной методики по определению параметров простран-

ственной траектории перемещения стандартного режущего инструмента позволяет по-

высить точность многокоординатного фрезерования зубчатых венцов за счет аналити-

ческого описания взаимосвязи геометрии боковой поверхности пространственно-

модифицированных зубьев, геометрии режущей кромки инструмента и траектории пе-

ремещения режущего инструмента относительно заготовки. 
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