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ПРОЦЕССЕ ЭКСПЛУАТАЦИИ 
 

В статье приведены зависимости для определения суммарных перемещений элементов цилинд-
рических зубчатых передач внешнего зацепления, которые возникают в процессе эксплуатации. Пере-
мещения вызваны наличием погрешностей изготовления, погрешностей монтажа и деформациями эле-
ментов зубчатых передач под действием рабочей нагрузки. 
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TOTAL DISPLACEMENT OF THE CYLINDRICAL GEARS ELEMENTS OF EXTERNAL  
ENGAGEMENT, CAUSED BY THE MANUFACTURING ERRORS, ERECTION AND  
DEFORMATIONS DURING OPERATION 
The article presents the dependencies for determining the total displacements of the cylindrical gears elements 
of external gear that arise during operation. The movements are caused by the presence of manufacturing er-
rors, installation errors and deformations of the gear elements under the influence of the work load. 
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1. Введение 
На точность зубчатой передачи влияют не только погрешности зубчатых колес, 

но и погрешности других элементов передачи: валов, подшипников, корпуса и т.д. 
Вследствие влияния погрешностей параметры точности зубчатых передач отличаются 
от значений, указанных в нормативно-технической документации. Наличие погрешно-
стей изготовления и монтажа зубчатых колес, а также перемещений вызванных дефор-
мациями элементов зубчатых передач приводят к повышению динамических нагрузок, 
вибрации, шуму передач и преждевременному выходу механизмов из строя и в конеч-
ном итоге к снижению нагрузочной способности. 

Основными тенденциями в теории и практике проектирования и изготовления 
зубчатых передач в настоящее время является синтез "реальных зубчатых зацеплений", 
разработка теоретических подходов по формообразованию пространственно-
модифицированных зубьев и анализ процессов происходящих в процессе эксплуатации 
зубчатых передач. Развитие теории реальных зацеплений и теории формообразования 
пространственных зубчатых венцов с пространственными геометриями зубьев предпо-
лагает создание универсальных методов моделирования, средств проектирования и ис-
следования передач [1, 2] ,а также создания единых подходов разработки технологиче-
ского обеспечения зуборезных операций. 

Наличие погрешностей изготовления, погрешностей монтажа и деформаций эле-
ментов зубчатых передач приводит к ухудшению функциональных показателей пере-
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дач, которые зачастую не контролируются на производстве, что может приводить к 
снижению нагрузочной способности и снижению качества зубчатых передач [3].  

Изучение и учёт перемещений, вызванных наличием погрешностей изготовле-
ния и монтажа, а так же вследствие наличия деформаций элементов зубчатых передач 
под действием рабочей нагрузки при проектировании новых конструкций колес и гео-
метрий зубьев позволит создать их новую элементную базу и приведет к необходимо-
сти совершенствовать технологические методы изготовления элементов зубчатых пе-
редач. Реализация на практике "реального зубчатого зацепления", способного компен-
сировать негативное влияние погрешностей изготовления, погрешностей монтажа и 
перемещений, вызванных деформациями элементов зубчатых передач под действием 
рабочей нагрузки, приведет к увеличению долговечности и надёжности машин. В связи 
с чем, необходимо на этапе конструирования новых цилиндрических зубчатых передач 
или совершенствовании конструкции применяемых передач выполнять определение 
предельных или вероятных погрешностей изготовления и монтажа, а также перемеще-
ний, вызванных деформациями элементов изделий с цилиндрическими зубчатыми ко-
лесами (зубьев, ободов зубчатых венцов, валов, элементов подшипников, корпусов и 
т.д.). 

Целью работы является определение суммарных перемещений элементов ци-
линдрических передач внешнего зацепления, вызванных наличием погрешностей изго-
товления, монтажа и деформациями элементов передач в процессе эксплуатации. 

2. Основное содержание и результаты работы 
Шестерня в результате наличия погрешностей изготовления и монтажа, а также 

деформаций смещается и поворачивается относительно номинального положения в 
зубчатом соединении. Вместе с шестерней перемещается и поворачивается связанная с 
ней система координат (рис. 1) осуществляя: 

- поворот относительно оси x1
1 на суммарный угол 1x ; 

- поворот относительно оси y1
11 на суммарный угол 1y ; 

- перемещение относительно трех координатных осей абсолютной системы ко-
ординат на величину суммарного перемещения соответственно  ΣΔx1, ΣΔy1, ΣΔz1; 

- для рассмотрения элементов шестерни в абсолютной системе координат нача-
ло координат системы переносится в полюс зацепления P. 

Матрицы перехода от системы координат S1(x1, y1, z1) связанной с шестерней к 
абсолютной системе координат S(X, Y, Z):  

- при повороте относительно оси x1
1на суммарный угол 1x : 

;
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 - при повороте относительно оси y1
11на суммарный угол 1y : 
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 - при перемещении отно-
сительно трех координатных 
осей абсолютной системы коор-
динат на величины суммарных 
перемещений ΣΔx1, ΣΔy1, ΣΔz1: 
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- при переносе системы 

координат в полюс зацепления 
P. 
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Найдя произведение мат-
риц 

1xM  , 
1yM  , Mсм1, и MP1 

получим матрицу перехода от 
системы координат S1(x1, y1, z1) 
связанной с шестерней к абсо-
лютной системе координат 
S(X, Y, Z): 
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где:             
;cos1 111 ym 
       

;sinsin1 1112 yxm  
       

;sincos1 1113 yxm  
       

;1 114 xm           
;0121 m          

;cos1 122 xm          
                                            ;sin1 123 xm                                                                             (6) 

;1 1124 Rym          
;sin1 131 ym 
        

;sincos1 1132 xym  
       

 
Рисунок 1. Системы координат для определения 
суммарных погрешностей изготовления, монтажа и 
перемещений, возникающих вследствие деформа-
ций в процессе эксплуатации элементов зубчатых 
передач внешнего зацепления 
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;coscos1 1133 yxm  
       

.1 134 zm           
В результате преобразования матриц получим систему уравнений для перехода 

от системы координат S1(x1, y1, z1) связанной с шестерней к абсолютной системе коор-
динат S(X, Y, Z): 
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Матрица перехода от абсолютной системы координат S(X, Y, Z)к системе коор-
динат S1(x1, y1, z1) связанной с шестерней (зубчатой втулкой) имеет вид: 
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где: 

;cos1 111 ym          
;0112 m          

;sin1 113 ym 
        

;cossin1 111114 yy xzm  
     

;sinsin1 1121 yxm  
       

;cos1 122 xm          
;sincos1 1123 xym  
                                                          (9) 
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;sincos1 1131 yxm  
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Система уравнений при переходе от абсолютной системы координат S(X, Y, Z) к 

системе координат S1(x1, y1, z1) связанной с шестерней: 
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Зубчатому колесу присущи подобные шестерне погрешности изготовления и 
монтажа, а так же перемещения, возникающие в процессе эксплуатации (рис. 1.). Зна-
чит, для зубчатого колеса можно записать зависимости (7) и (10) с учетом суммарных 
перемещений и повторов второго колеса 2x , 2y , 2z , 2x , .2y  
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Величины суммарного перемещения по соответствующим осям определяются 
по зависимостям: 

- для оси OX: 
12 xxx   ;     (11) 

- для оси OY: 
12 yyy   ;     (12) 

- для оси OZ: 
12 zzz   ,     (13) 

где 1x , 2x  - суммарные перемещения вдоль оси OX абсолютной системы коорди-
нат: 

,13_12_11_1 kxkxkxx      (14) 

,23_22_21_2 kxkxkxx     (15) 

где 13_12_11_ ,, kxkxkx   - перемещения шестерни вдоль оси OX, вызванные наличи-
ем соответственно погрешностей изготовления, погрешностей монтажа и деформация-
ми элементов передачи, которые возникают в процессе эксплуатации; 

23_22_21_ ,, kxkxkx   - перемещения зубчатого колеса вдоль оси OX, вызванные на-
личием соответственно погрешностей изготовления, погрешностей монтажа и дефор-
мациями элементов передачи, которые возникают в процессе эксплуатации; 

1y , 2y  - суммарные перемещения вдоль оси OY абсолютной системы координат: 
,13_12_11_1 kykykyy      (16) 

,23_22_21_2 kykykyy     (17) 

где 13_12_11_ ,, kykyky   - перемещения шестерни вдоль оси OY, вызванные наличи-
ем соответственно погрешностей изготовления, погрешностей монтажа и деформация-
ми элементов передачи, которые возникают в процессе эксплуатации; 

23_22_21_ ,, kykyky   - перемещения зубчатого колеса вдоль оси OY, вызванные на-
личием соответственно погрешностей изготовления, погрешностей монтажа и дефор-
мациями элементов передачи, которые возникают в процессе эксплуатации; 

1z , 2z  - суммарные перемещения вдоль оси OZ абсолютной системы координат: 
,13_12_11_1 kzkzkzz      (18) 

,23_22_21_2 kzkzkzz     (19) 

где 13_12_11_ ,, kzkzkz   - перемещения шестерни вдоль оси OZ, вызванные наличи-
ем соответственно погрешностей изготовления, погрешностей монтажа и деформация-
ми элементов передачи, которые возникают в процессе эксплуатации; 

23_22_21_ ,, kzkzkz   - перемещения зубчатого колеса вдоль оси OZ, вызванные на-
личием соответственно погрешностей изготовления, погрешностей монтажа и дефор-
мациями элементов передачи, которые возникают в процессе эксплуатации. 

Угол между соответствующими осями шестерни и зубчатого колеса определяет-
ся в соответствии с зависимостью [4, 5]: 
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где 111 ,, nml  и 222 ,, nml  - направляющие косинусы соответствующей оси системы коор-
динат связанной с шестерней и зубчатым колесом. 

Определив координаты точек O1 и O2 в абсолютной системе координат, а также 
координат точек принадлежащих осям O1x1, O1y1, O2x2, O2y2 систем координат шестер-
ни и зубчатого колеса найдем значения направляющих косинусов. Подставив значения 
направляющих косинусов в зависимость (20) получим формулы для определения сум-
марных углов перекоса: 

 - относительно оси O1x1: 
;21 yyx        (21) 

- относительно оси O1y1: 
           

       .sinsinsinsin

sinsincoscoscoscosarccos

2121

212121

yyxx

xxyyxxy








 (22) 

Второе и третье слагаемое в выражении (22) стремятся к нулю при малых знани-
ях углов перекоса соединения и в итоге получим зависимость: 

    .coscosarccos 21 xxy       (23) 
3. Выводы 
Таким образом, получены зависимости по определению суммарных погрешно-

стей вызванных наличием погрешностей изготовления, монтажа и перемещениями 
вследствие деформаций в процессе эксплуатации, для цилиндрических зубчатых пере-
дач внешнего зацепления. Использование приведенных в работе зависимостей позволя-
ет на этапе конструирования зубчатых передач и расчетах геометрии боковой поверх-
ности зубьев учитывать предельные или вероятные величины составляющих погреш-
ностей изготовления и монтажа, а также перемещений, вызванных деформациями эле-
ментов изделий с цилиндрическими зубчатыми колесами. Учёт составляющих погреш-
ностей позволит разрабатывать более совершенные конструкции цилиндрических зуб-
чатых соединений с пространственной геометрией зубьев, обладающей большей ком-
пенсирующей и несущей способностями.  
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